Chapitre 27 : Espaces préhilbertiens réels
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Chapitre 27 : Espaces préhilbertiens réels H. BRINGUIER

1 Définition et exemples

,—[Déﬁnition 1.1 (produit scalaire)

| —

Soit F un R-espace vectoriel.
Un produit scalaire sur E est une forme ¢ : E x E — R qui vérifie les propriétés suivantes :

1. ¢ est bilinéaire, c’est-a-dire :
(i) Vz,2' ,y € E,VAER, p(z+ Az’ ,y) = p(z,y) + Ap(2’,y) (linéarité a gauche)
(it) Vo ,y,y € E,VAXER, p(z,y+ Ay) = o(x,y) + Ap(z, ) (linéarité a droite)
2. v est symétrique : Vz,y € E, o(x,y) = p(y,x)
3. ¢ est définie-positive : Vo € F :
(i) p(z,z) >0 (¢ est positive)
(it) p(x,2) =0 = = =0g (¢ est définie)

\. J

De maniere plus condensée : un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie-positive.
Notation : Lorsque ¢ est un produit scalaire, on note en général (z|y), (x,y) ou = -y au lieu de p(z,y).

Remarques :

1. Si on a déja montré la linéarité a gauche et la symétrie, alors on aura automatiquement la linéarité a droite,
et donc la bilinéarité.
Ceci permet de raccourcir les preuves ot I’on montre qu’une application est un produit scalaire.
2. L’implication x = 0 = (z|x) = 0 est vraie également (par linéarité & gauche ou & droite).
On a donc I’équivalence : (z|z) =0 < x = 0g.
En particulier, on a pour tout € E\{Og} : (z|z) > 0.

Exemples a connaitre :
1. Sur R™, le produit scalaire canonique est défini par :

n
(l’|y)zzﬂfvyz ouz = (z1,....2n) €t y = (Y1,...,Yn)
i=1
2. Sur l'espace vectoriel € ([a;b],R) (avec a < b), on a le produit scalaire défini par :

b
(flg) = / F()g(t)dt

Remarque : Ceci définit aussi un produit scalaire sur R[X].
3. Sur A, ,(R), le produit scalaire canonique est défini par :
(AIB) =tr(A"B) = Y aijbi; ot A= (a;;)et B=(b;;)
1<ign
1<isp

On rappelle que la trace, notée tr, est la forme linéaire sur l’espace des matrices carrées dont l’image d’une
matrice est la somme de ses coefficients diagonauz.

,—[Déﬁnition 1.2 (espace préhilbertien réel, euclidien)] \

Un espace préhilbertien réel est la donnée :

1. d’'un R-espace vectoriel F;
2. d’un produit scalaire sur F.

Si de plus 'espace vectoriel E est de dimension finie, on dit qu’il s’agit d’un espace euclidien.
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Dans la suite, le produit scalaire dans un espace préhilbertien réel sera toujours noté (.|.).

2 Norme et distance

2.1 Norme euclidienne

,—[Déﬁnition 2.1 (norme euclidienne)}

Soit E un espace préhilbertien réel, et soit x € F.
La norme euclidienne de x est définie par :

2]l = v/ (x|z)

\.

,—[Proposition 2.2 (propriétés de la norme)}

Soit E un espace préhilbertien réel.
1. positivité : Vo € E, ||z|| > 0
2. absolue-homogénéité : Vo € E, VA € R, ||[Az| = |A] |||
3. séparation : Vx € E, ||z =0 = z =0g

\.

Cas particulier : Vz € E,|| — z| = ||z

,—[Proposition 2.3 (identité remarquable)]

Soit F un espace préhilbertien réel, et soient x et y € E.
Iz + gl = z]|* + lyl|* + 2(z[y)

\.

,—[Corollaire 2.4 (formule de polarisation)}

Soit E un espace préhilbertien réel, et soient = et y € E.

(Il + 1 = l=l1* = llyll*)

N =

(zly) =

\.

Remarque : Cette formule permet de retrouver le produit scalaire connaissant la norme.

2.2 Distance euclidienne

,—[Déﬁnition 2.5 (distance)}

Soit E un espace préhilbertien réel, et soient = et y € E.
La distance entre = et y est définie par :

d(z,y) = lly — 2|

\.

Remarque : La norme de z est la distance de = a Og.
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,—[Proposition 2.6 (propriétés de la distance)} <

Soit E un espace préhilbertien réel.
1. positwité : Ve ,y € E, d(x,y) >0
2. symétrie : Vz,y € E, d(z,y) =d(y,z)
3. séparation :Vr,y € E, d(z,y) =0 =y

2.3 Inégalités

,—[Théoréme 2.7 (inégalité de Cauchy—Schwarz)] |

Soit E un espace préhilbertien réel, et soient x et y € F.

L [(=@[y)] < [l yll
2. Cas d’égalité : |(x|y)| = ||z|| |ly|| si et seulement si et y sont colinéaires.

\. J

Exemples 2.8 :

1. Pour le produit scalaire canonique sur R", 'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

n 2 n
(Z xz‘yi> <Doaix )y
i=1 ] ]

avec égalité si et seulement si les vecteurs (z1,...,2,) et (y1,...,y,) sont colinéaires.

2. Pour le produit scalaire usuel sur €([a;b],R), I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

b 2 b b
( / f(t)g(t)dt> < / F(£)?2dt x / g(t)2dt

avec égalité si et seulement si les fonctions f et g sont proportionnelles.

,—[Théoréme 2.9 (inégalité triangulaire)} \

Soit F un espace préhilbertien réel, et soient x et y € E.
L flz +yl <zl + llyl

2. cas d’égalité : ||z + y|| = ||z|| + lyl| & IA € RT, 2 = Ay ou y = Az (on dit que z et y sont
positivement liés)

\. J

,—[Corollaire 2.10 (inégalité triangulaire pour la distance)} N\

Soit E un espace préhilbertien réel, et soient z, y et z € E.
1. d(z,2) < d(@,y) +d(y, 2)
2. cas d’égalité : d(z,z) =d(z,y) +d(y,z) &y € [z; 2] = {tr+(1—1t)z / t €[0;1]}.
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,—[Proposition 2.11 (inégalité triangulaire inversée)} N\

Soit E un espace préhilbertien réel.
L Vz,y € B, ||zl - llyll] < llz -yl
2. Vz,y,z€ E, |d(z,y) —d(as7z)| < d(y, 2).

2.4 Norme et distance dans le cadre général

,—[Déﬁnition 2.12 (norme)} <

Soit E' un R-espace vectoriel.
Une norme sur E est une application de N/ : E — R qui vérifie les propriétés suivantes :

1. séparation : Vz € E, N(z) =0 — z =0g
2. absolue-homogénéité : Vo € E, VA € R, N(A\z) = |\ N (z)
3. sous-additivité : Vz,y € E, N'(z +y) < N(z) + N (y)

\. J

Remarques :

1. La réciproque de 'axiome de séparation est vraie.
En effet, N(OE) = N(OOE) =0x N(OE) =0.
2. Une norme est toujours positive.
En effet, pour tout z € £, 0 =N (0g) = N(z —z) < N(z) + N(—=x) = 2N (z).

3. La norme euclidienne est une norme mais la réciproque est fausse en général. Contre exemple : la norme
N sur R? définie par N((x,y)) = max(|z|,|y|) ne découle pas d’un produit scalaire car elle ne vérifie pas
lidentité du parallélogramme (c.f. TD pour cette derniere).

Notation : Lorsque A est une norme, on note en général ||z| au lieu de N (z).

~ Définition 2.13 (distance) | .

Soit F un R-espace vectoriel.
Une distance sur E est une application d : £ x E — R qui vérifie les propriétés suivantes :

1. symétrie : Va,y € E, d(z,y) = d(y,z)
2. séparation : Vo € E, d(z,y) =0 x =y
3. inégalité triangulaire : Vz,y,z € E, d(z,2) < d(z,y) + d(y,2)

\. J

Remarques :
1. La distance euclidienne est une distance.

2. On peut construire une distance & partir d’une norme en posant d(z,y) = N(z — y) mais toute distance
ne découle pas d’une norme. Exemple : la distance d sur R définie par d(z,y) = 1 si  # y et 0 sinon, ne
découle pas d’une norme (en effet, pour x et y distincts, on aurait 1 = d(2z,2y) = 2d(z,y) = 2).
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3 Orthogonalité

3.1 Vecteurs orthogonaux

Définition 3.1 (vecteurs orthogonaux)}

Soit E un espace préhilbertien réel, et soient z et y € E.
On dit que les vecteurs z et y sont orthogonaux si (x|y) = 0.

Remarque : Le vecteur Og est orthogonal a tous les vecteurs de E.

Exemple 3.2 : Soit €([0; 27],R) muni du produit scalaire usuel.
Montrer que les fonctions cos et sin sont orthogonales.

Théoreme 3.3 (théoréme de Pythagore)}

Soit F un espace préhilbertien réel, et soient x et y € E.
T et y sont orthogonaux si et seulement si ||z + y||? = ||z]|* + ||y||*

3.2 Orthogonal d’une partie

,—[Déﬁnition 3.4 (orthogonal d’une partie)

| —

Soit E un espace préhilbertien réel, et soit A une partie de E.
L’orthogonal de A est la partie de E, notée A+, définie par :

At ={zx € E /Vac A, (z|a) =0}

\. J

Autrement dit, A est ’ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux & tous les vecteurs de A.

Exemple 3.5 : Soit R?® muni du produit scalaire usuel. Soit A = {(0,1,0),(0,0,1)}. Déterminer A-L.

,—[Proposition 3.6 (premieres propriétés de l'orthogonal d’une partie)} N\

Soit E un espace préhilbertien réel, et soit A et B deux parties de E.
AL est un sous-espace vectoriel de E.

. {0}t = E et E+ = {0g}.

. Si AC B, alors B+ Cc A*+.

. Ac(Abt

i 22

\. J

Remarque : Attention, la derniére inclusion peut-étre stricte (considérer (A+)+ dans I’exemple précédent).

Proposition 3.7 (orthogonal d’un sous-espace vectoriel de dimension ﬁnie)}

Soit F un espace préhilbertien réel, et soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
On note (eq,...,ep) une famille génératrice de F.
On a alors 'égalité : FX = {e1;...;e,}* ie. Vect(er,...,ep)t = {er;...;ep )t

Lycée Déodat de Séverac, PCSI 803, 2023/2024 6



Chapitre 27 : Espaces préhilbertiens réels H. BRINGUIER

Autrement dit, pour tout x € E, on a 1’équivalence :
reFt o Vie[l;p], (zle;) =0.
Ainsi la détermination de F- se rameéne 4 la résolution d’un systeme fini d’équations.

Remarque : Plus généralement, on peut montrer que pour toute partie A C E, Vect(A4)+ = A+,

1
Exemple 3.8 : Soit Ry[X] muni du produit scalaire (P|Q) = / P(t)Q(t) dt.
—1
Déterminer l'orthogonal de R [X].

3.3 Familles orthogonales et orthonormales

,—[Déﬁnition 3.9 (famille orthogonale, orthonormale)] <

Soit E un espace préhilbertien réel, et soit (u;);c; une famille finie de vecteurs de E.
1. On dit que la famille (u;);c; est orthogonale si les vecteurs de la famille sont deux & deux
orthogonaux, c’est-a-dire :
Vi,jel,i#j = (uilu;) =0
2. On dit que la famille (u;);cs est orthonormale ou orthonormée si elle est orthogonale et que tout
vecteur de la famille est de norme 1, c’est-a-dire :

. 1 sii=j
Vi,jel, (uluj) =6, = { e
Exemples 3.10 :
1. La base canonique (ej,...,e,) de R™ est orthonormale pour le produit scalaire canonique.

2. La base canonique (E; j)1<i<n de 4, ,(R) (formée par les matrices élémentaires) est orthonormale pour le

1<jsp
produit scalaire défini par (A|B) = tr(AT B).

Remarques :

1. Dans une famille orthonormale, tous les vecteurs sont non nuls, car de norme 1.
€;

est
lle:ll

2. Si (e;)ier est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors la famille (e});c; définie par e} =

orthonormale.

,—[Proposition 3.11 (théoréme de Pythagore généralisé)] \

Soit E un espace préhilbertien réel, et soit (ui,...,u,) une famille finie de vecteurs de E.
Si cette famille est orthogonale, alors on a 1’égalité :

P 2 p
D ui| = il
i=1 i=1

\. J

Remarque : Contrairement au théoreme de Pythagore classique, la réciproque est fausse.
En effet, pour les vecteurs de R? suivants u = (1,0), v = (0,1) et w = (2, —2), on a

e+ v + w? =10 = [Jul® + o] + [|w]?

mais (u,v,w) n’est pas une famille orthogonale.
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)

Théoreme 3.12 (liberté d’une famille orthogonale de vecteurs non nuls) )

Soit F un espace préhilbertien réel et soit (u;);e; une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E.
Alors la famille (u;);er est libre.

3.4 Bases orthonormales en dimension finie
Une base orthonormale est une famille qui est une base et qui est orthonormale.

Remarque : Soit F un espace euclidien de dimension n € N.
Alors toute famille orthonormale de E qui possede n éléments est une base orthonormale de E.
En effet, une telle famille est libre et possede n = dim(E) éléments, c’est donc une base de E.

Exemples 3.13 :
1. La base canonique (eq ,...,e,) de R™ est une base orthonormale de R” muni du produit scalaire canonique.

2. La base canonique (E; ;)1<i<n de A, »(R) (formée par les matrices élémentaires) est une base orthonormale
1<jsp

de A, ,(R) muni du produit scalaire défini par (A|B) = tr(AT B).

Théoréme 3.14 (existence de bases orthonormales dans un espace euclidien)}
Soit E un espace euclidien.
Il existe une base orthonormale de E.
Démonstration. Comme E est de dimension finie, on peut considérer une base (eg ,...,e,) de E.
On applique ensuite le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt sur cette base.
On construit successivement des vecteurs e, e},..., e e/ de E en posant a chaque étape
e//
1" / / !/ k
€ = €k + )\161 + -+ )\k_lek—l et € = m
k

de telle sorte (e} |e;) = 0 pour tout i € [1;k— 1] (ce qui permet de déterminer de maniére unique les scalaires \;).
La famille (e, ..., e},) est alors une base orthonormale de E. De plus, elle vérifie la propriété particuliére suivante :

Vk € [1;n], Vect(e),...,e)) = Vect(er,...,ex)

O
Remarque : Les premiers vecteurs du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt ont pour expression :
oo g ee—(ele)a e~ (eslel)er — (esley)en
1= ’ 2 — ’ 3 —
el le2 = (e2ley)eq | lles — (eslet)er — (esles)es|
1
Exemple 3.15 : Soit Ry[X] muni du produit scalaire (P|Q) = / P(t)Q(t)dt.
-1
Déterminer une famille (Py,Py,P,) telle que celle-ci soit une base orthonormale de Ra[X].
Théoreme 3.16 (théoreme de la base orthonormale incompléte)}
Soit E un espace euclidien, et soit (ej, ..., ex) une famille orthonormale de E.
On peut compléter cette famille en une base orthonormale de FE.
Démonstration. On commence par compléter la famille libre (e;,...,ex) en une base quelconque de E, puis on
applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a cette base.
La base orthonormale obtenue aura alors pour premiers vecteurs eq , ..., €. O
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3.5 Expressions dans une base orthonormale

,—[Théoréme 3.17 (coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale)] N

Soit E un espace euclidien, soit Z = (eq,...,e,) une base orthonormale de F, et soit = € E.
Les coordonnées du vecteur x dans la base & sont ((zle1), ..., (z|en)).
n

Autrement dit, on a 1’égalité suivante : x = Z(m|ei) e;.
i=1

\. J

,—[Corollaire 3.18 (expression du produit scalaire et de la norme dans une base orthonormale)]—

Soit E un espace euclidien, soit & = (e1,...,e,) une base orthonormale de E, et soient = et y des
vecteurs de F, de coordonnées respectives (z1,...,2,) et (y1,...,y,) dans la base A.

(aly) = > iy = D (ales) (lea) et ol = \| Do a7 = \| S (ale)?

i=1 1=1 =1

\. J

1
Exemple 3.19 : Soit R3[X] muni du produit scalaire (P|Q) = / P(t)Q(t)dt.
—1

Déterminer les coordonnées de X2 dans la base (Py,P1,P) puis déterminer || X2|.

4 Projection orthogonale

4.1 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace de dimension finie

,—[Théoréme 4.1 (un sous-espace de dimension finie est supplémentaire avec son orthogonal))—

Soit E un espace préhilbertien réel, et soit F' un sous-espace vectoriel de F.

On suppose que F est de dimension finie.

Alors les sous-espaces vectoriels F' et F- sont supplémentaires i.e. F @ F+ = FE
On dit alors que F* est le supplémentaire orthogonal de F.

\. J

,—[Corollaire 4.2 (dimension de lorthogonal et orthogonal de 'orthogonal dans un espace euclidien)]—

Soit E un espace euclidien, et soit F' un sous-espace vectoriel de FE.
Alors dim(F1) = dim(E) — dim(F) et (FL)L = F.

\. J

Exemple 4.3 : Soit ., (R) muni du produit scalaire usuel. Déterminer le supplémentaire orthogonal de .7, (R).

Remarque : En dimension quelconque, on a F' C (F+)+, mais attention, I'inclusion peut étre stricte (c.f. TD).

4.2 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

,—[Déﬁnition 4.4 (projection orthogonale)] |

Soit E un espace préhilbertien réel, et soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.
La projection orthogonale sur F est la projection sur F parallelement & F=.
La projection orthogonale sur F' est donc I'unique endomorphisme p de E caractérisé par :

Vo € F, p(z) =z et Vo € F*, p(z) = 0p .
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,—[Proposition 4.5 (Inégalité de Bessel)} |

Soit E un espace préhilbertien réel, soit x € F et soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de
E. On note p la projection orthogonale sur F'.

Ve e E, |[p()] <

Méthodes afin de déterminer ’expression d’une projection orthogonale :
Soit E un espace préhilbertien réel, et soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
Soit p la projection orthogonale sur F' et soit z € E. Le but est de trouver une expression de p(z).

Meéthode 1 (par analyse-syntheése) :
On décompose z sous la forme = 2y +zpL avec zp € F et xp. € F- : on a alors p(z) = zp.

Exemple 4.6 : Soit .#,(R) muni du produit scalaire usuel.
Déterminer une expression explicite de la projection orthogonale sur .7, (R).

Méthode 2 (par résolution d’un systéme linéaire si on connait une base de F) :

Soit (e1,...,ep) une base de F', notons A1, -+, Ap les coordonnées de p(z) dans cette base.
Le vecteur x — p(z) € F+ d’ot, pour tout i € [1;p], (x — Arer — - — Apeple;) = 0. Il reste ensuite & résoudre ces
p équations d’inconnues Ay, ... A, afin de déterminer x.

Exemple 4.7 : Soit R* muni du produit scalaire usuel et F' = {(z,y,2) € R®, —x+y+2z=0}.
Déterminer une expression explicite de la projection orthogonale sur F'.

Méthode 3 (directe si on connait une base orthonormale de F) :
n

Soit (e1,...,en) est une base orthonormale de F', alors p(z) = Z(x\el) €;.
i=1

Remarque : L’orthonormalisation de Gram-Schmidt se montre utile ici car elle permet de fournir une base
orthonormale de F'.

Exemple 4.8 : Soit E un espace préhilbertien réel. Soit D une droite vectorielle de vecteur directeur a.
Déterminer I’expression de la projection orthogonal p sur D en fonction de a.

4.3 Distance a un sous-espace

,—(Déﬁnition 4.9 (distance d’un point a une partie)] N\

Soit E un espace préhilbertien réel, soit € E et soit A une partie non vide de E.
On appelle distance de = & A, notée d(x, A), le réel positif défini par :

d(w,4) = inf {d(z.y) / y € A} = nt o~ 9]

Remarques :

1. Cette borne inférieure est bien définie, car ’ensemble {d(z,y) / y € A} est une partie de R non vide et
minorée par 0.

2. Cette borne inférieure n’est dans certains cas pas at-
teinte, c’est pourquoi on ne peut parler de minimum.
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,—[Théoréme 4.10 (distance d’un point & un sous-espace de dimension ﬁnie)} N\

Soient FF un espace préhilbertien réel, F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. et x € E.
On note p la projection orthogonale sur F. La borne inférieure d(x , F') est en fait un minimum, et ce
minimum est atteint en un unique point de F', qui est égal a p(z).

On a donc d(z, F) = ||l — p(x)]|.

1
Exemple 4.11 : Soit R[X] muni du produit scalaire (P|Q) = [ P(t)Q(t)dt.
0

Déterminer la distance du polynéme X? au sous-espace vectoriel Ry [X].

Remarque : Dans un espace euclidien, afin de calculer
une distance, il est parfois plus intéressant de calculer
le projeté sur F+ que celui sur F', notamment lorsque
dim(F+) < dim(F).

5 Vecteur normal a un hyperplan dans un espace euclidien

Définition 5.1 (vecteur normal & un hyperplan d’un espace euclidien)}

Soit F un espace euclidien, et soit H un hyperplan de F.
On appelle vecteur normal & H tout vecteur non nul de H=.

Remarque : Comme H est un hyperplan, alors son supplémentaire orthogonal H- est une droite vectorielle.
Par conséquent, tous les vecteurs normaux a H sont colinéaires deux a deux.

Exemple 5.2 : Dans R? muni du produit scalaire canonique, on consideére un plan P d’équation ax + by +cz = 0,
avec a, b, ¢ réels et (a,b,c) # (0,0,0). Un vecteur normal au plan P est v = (a,b,c).

Proposition 5.3 (détermination d’un hyperplan par un vecteur normal)}

Soient E un espace euclidien, v un vecteur non nul de E.
Il existe un unique hyperplan H ayant v pour vecteur normal. De plus, H = {v}=+.

Exemple 5.4 : Soit Ry[X] muni du produit scalaire (P|Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2).
Déterminer 'hyperplan ayant pour vecteur normal X.

Théoréme 5.5 (distance d’un point & un hyperplan dans un espace euclidien)]

Soit E un espace euclidien, soit z € E et soit H un hyperplan de vecteur normal v.
Alors d(z,H) = [(zlv)]

ol

Exemple 5.6 : Déterminer la distance euclidienne de (1,1,1) & H = {(m,y,z) ER3, —z4y+z= 0}.
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